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Résumé. — On étend le formalisme de [1] à un cadre global dans lequel on établit un théorème
d’intégration dans les fibres ainsi qu’un théorème de Fubini. On compare notre formalisme avec les
constructions antérieures de [3] et de [4]. Les détails des constructions et des preuves seront donnés
dans [2].
Abstract (Constructible functions and motivic integration II). — We extend the formalism of
[1] to a global setting for which a theorem on fiber integrals and a Fubini theorem are obtained. We
compare our formalism to the previous constructions given in [3] and [4]. Details of constructions
and proofs will be given in [2].
1. Formes volume sur les sous-assignements définissables globaux
1.1. Sous-assignements définissables globaux. — Dans ce travail on se place dans le
cadre de [1] dont on reprend les notations. En particulier on se donne un corps k de
caractéristique 0 et on note Fk la catégorie des corps contenant k. Dans la note [1] on a
défini la catégorie Defk des sous-assignements définissables. Les objets de Defk sont de
nature affine, étant des sous-assignements des foncteurs h[m,n,r] : Fk → Ens donnés par
K 7→ K((t))m×Kn×Zr. On va maintenant considérer leur analogue global.
Soit X une variété, c’est à dire un schéma de type fini séparé et réduit, sur k((t))
et soit X une variété sur k. Pour r un entier > 0 on note h[X ,X ,r] le foncteur Fk → Ens
donné par K 7→X (K((t)))×X(K)×Zr. Lorsque X = Speck et r = 0, on écrit h[X ] pour
h[X ,X ,r]. Si X et X sont affines et si i : X →֒Amk((t)) et j : X →֒Ank sont des immersions
fermées, on dit qu’un sous-assignement h de h[X ,X ,r] est définissable si son image par
le morphisme h[X ,X ,r]→ h[m,n,r] associé à i et j est un sous-assignement définissable
de h[m,n,r]. Cette définition ne dépend pas du choix de i et de j. En général, on dira
qu’un sous-assignement h de h[X ,X ,r] est définissable s’il existe des recouvrements (Ui)
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et (U j) de X et X par des ouverts affines tels h∩ h[Ui,U j,r] soit un sous-assignement
définissable de h[Ui,U j,r] pour tout i et j. On obtient ainsi une catégorie GDefk dont
les objets sont les sous-assignements définissables d’un h[X ,X ,r], les morphismes étant
les morphismes définissables, c’est à dire ceux dont le graphe est un sous-assignement
définissable.
La catégorie Defk est une sous-catégorie pleine de GDefk. La notion de dimension
introduite dans [1] s’étend immédiatement aux objets de GDefk, ainsi que le fait que la
dimension soit invariante par isomorphisme (Proposition 1 de [1]). Si S est un objet de
GDefk, les définitions de la catégorie RDefS, du semi-anneau C+(S), de l’anneau C (S),
du C+(S)-semi-module gradué C+(S) et du C (S)-module gradué C(S) données en [1]
s’étendent directement.
1.2. Formes différentielles définissables. — Soit h un sous-assignement définissable
d’un h[X ,X ,r]. On note A (h) l’anneau des morphismes définissables h → h[A1k((t))].
On va définir, pour i dans N, le A (h)-module Ωi(h) des i-formes définissables sur h.
Soit Y le fermé de X , adhérence de Zariski de l’image de h par la projection pi :
h[X ,X ,r]→ h[X ]. On considère le faisceau Ωi
Y
des i-formes algébriques sur Y , on
note AY le faisceau Zariski U 7→ A (h[U ]) sur Y , Ωih[Y ] le faisceau AY ⊗OY Ω
i
Y
, et
on pose Ωi(h) := A (h)⊗A (h[Y ]) Ωih[Y ](Y ), la structure de A (h[Y ])-algèbre sur A (h)
étant donnée par composition avec pi.
1.3. Formes volume définissables. — On suppose maintenant que h est de dimension
d. On note A <(h) l’idéal des fonctions dans A (h) qui sont nulles en dehors d’un sous-
assignement définissable de dimension < d. On a un morphisme canonique de groupes
abéliens λ : A (h)/A <(h)→Cd+(h) qui envoie la classe d’une fonction f sur la classe de
L−ord f , avec la convention L−ord0 = 0. On pose ˜Ωd(h) = A (h)/A <(h)⊗A <(h) Ωd(h),
et on définit l’ensemble |Ω|+(h) des formes volume positives définissables comme le
quotient du semi-groupe abélien libre sur les symboles (ω,g) avec ω dans ˜Ωd(h) et g
dans Cd+(h) par les relations ( f ω,g) = (ω,λ( f )g), (ω,g+g′) = (ω,g)+(ω,g′) et (ω,0) =
0. On écrira g|ω| pour la classe de (ω,g), de façon à ce que g| f ω| = gL−ord f |ω|. La
structure de C+(h)-semi-module sur Cd+(h) induit par passage au quotient une structure de
semi-anneau sur Cd+(h) et | ˜Ω(h)|+ est muni naturellement d’une structure de Cd+(h)-semi-
module. On dit que |ω| dans | ˜Ω(h)|+ est une forme jauge si c’est un générateur de ce semi-
module. On vérife qu’il existe toujours des formes jauges. On définit de façon similaire
| ˜Ω|(h) en remplaçant Cd+ par Cd . Pour des raisons de place on ne donnera toutefois dans
cette note que des énoncés concernant les formes volumes positives.
Si h est un sous-assignement définissable de dimension d de h[m,n,r], on dispose, de
façon analogue à la construction de Serre [9] dans le cas p-adique, d’une forme jauge
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canonique sur h, notée |ω0|h. Désignons par x1, . . ., xm les coordonnées sur Amk((t)) et
considérons les d-formes ωI := dxi1 ∧ · · · ∧ dxid pour I = {i1, . . . , id} ⊂ {1, . . .m}, i1 <
· · ·< id et leur image |ωI|h dans |Ω|+(h). On vérifie qu’il existe un unique élément |ω0|h
de | ˜Ω|+(h), tel que, pour tout I, il existe une fonction définissable à valeurs entières αI
sur h telle que |ωI|h = L−αI |ω0|h dans | ˜Ω|+(h) et telle que infI αI = 0 en dehors d’un
sous-assignement définissable de dimension < d.
Si f : h→ h′ est un morphisme dans GDefk avec h et h′ de dimension d et dont toutes les
fibres sont de dimension 0, on dispose d’une application f ∗ : | ˜Ω|+(h′)→ | ˜Ω|+(h) induite
par le pull-back des formes différentielles. Ceci résulte du fait que f est “analytique” dans
le complémentaire d’un sous-assignement définissable de dimension d−1 de h. Si h et h′
sont de plus des objets de Defk, on a f ∗|ω0|h′ = L−ordjac f |ω0|h, avec ordjac f l’ordre du
jacobien de f (cf. [1]).
Si X est une k((t))-variété de dimension d, admettant un k[[t]]-modèle X 0, on peut
définir un élément |ω0| de | ˜Ω|+(h[X ]), ne dépendant que de X 0, et caractérisé par le fait
que pour tout ouvert U0 de X 0 sur lequel le k[[t]]-module ΩdU0|k[[t]](U
0) est engendré par
une forme ω, |ω0||h[U0⊗Speck((t))] = |ω| dans | ˜Ω|+(h[U0⊗Speck((t))]).
2. Intégration des formes volume et théorème de Fubini
Soit f : S → S′ un morphisme dans Defk, avec S de dimension s et S′ de dimension s′.
Toute forme volume positive α dans | ˜Ω|+(S) s’écrit α = ψα|ω0|S avec ψα dans Cs+(S).
On dit que α est f -intégrable si ψα est f -intégrable et on pose alors
f top! (α) := { f!(ψα)}s′|ω0|S′,
{ f!(ψα)}s′ désignant la composante de f!(ψα) dans Cs′+(S′). Considérons maintenant f :
S→ S′ un morphisme dans GDefk. Supposons qu’il existe des isomorphismes ϕ : T → S et
ϕ′ : T ′→ S′ avec T et T ′ dans Defk. On note ˜f le morphism T → T ′ vérifiant ϕ′◦ ˜f = f ◦ϕ.
On dira que α dans | ˜Ω|+(S) est f -intégrable si ϕ∗(α) est ˜f -intégrable et on définit alors
f top! (α) par la relation
˜f top! (ϕ∗(α)) = ϕ′∗( f top! (α)).
Il résulte du théorème 2 de [1] que cette définition ne dépend pas du choix des isomor-
phismes ϕ et ϕ′. Par additivité, et en utilisant des cartes affines, on étend ce qui précède
à un morphisme arbitraire f : S → S′ dans GDefk, de façon à définir les formes volumes
f -intégrables dans | ˜Ω|+(S) et pour de telles formes α l’intégrale dans les fibres f top! (α)
appartenant à | ˜Ω|+(S′). Quand S = h[0,0,0], on dit que α est intégrable au lieu de f -
intégrable, et on écrit
∫
S α à la place de f top! (α).
Le résultat suivant est une conséquence du théorème 1 de [1].
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Théorème 1 (Théorème de Fubini). — Soit f : S → S′ un morphisme dans GDefk. On
suppose que S est de dimension s, que S′ est de dimension s′, et que toutes les fibres de f
sont de dimension s− s′. Une forme volume positive α dans | ˜Ω|+(S) est intégrable si et
seulement si elle est f -intégrable et f top! (α) est intégrable. Si c’est le cas, alors∫
S
α =
∫
S′
f top! (α).
3. Comparaison avec les constructions antérieures
3.1. Comparaison avec la construction classique. — Dans la définition de Defk,
RDefk et GDefk, au lieu de considérer la catégorie Fk des corps contenant k, on pourrait
choisir de se restreindre à la sous-catégorie ACFk des corps algébriquement clos contenant
k et définir ainsi des catégories Defk,ACFk , etc. Il résulte du théorème de constructibilité
de Chevalley que K0(RDefk,ACFk) n’est autre que l’anneau de Grothendieck K0(Vark)
considéré dans [3]. On dispose ainsi d’un morphisme canonique SK0(RDefk)→K0(Vark)
envoyant L sur la classe de A1k également notée L, que l’on peut étendre en un morphisme
γ : SK0(RDefk)⊗N[L−1]A+→K0(Vark)⊗Z[L]A. En considérant le développement en série
de (1−L−i)−1, on définit également un morphisme canonique δ : K0(Vark)⊗Z[L]A→ M̂ ,
avec M̂ le complété de K0(Vark)[L−1] considéré dans [3].
Soit X une variété algébrique sur k de dimension d. Posons X 0 := X ⊗Speck Speck[[t]]
et X := X 0 ⊗Speck[[t]] Speck((t)). Considérons un sous-assignement définissable W de
h[X ] dans le langage LDP, avec la restriction que les constantes dans la sorte de type
Val apparaissant dans les formules définissant W dans des cartes affines définies sur k
sont dans k (et non dans k((t))). On suppose que W (K)⊂X (K[[t]]) pour tout K dans Fk.
Avec les notations de [3], les formules définissant W dans une carte affine définissent un
sous-ensemble semi-algébrique de l’espace des arcs L (X) dans la carte correspondante,
et de cette façon on associe canoniquement à W une partie semi-algébrique ˜W de L (X).
De même à toute fonction définissable à valeurs entières α sur W (vérifiant la condition
additionnelle que les constantes dans la sorte de type Val apparaissant dans les formules
définissant α ne peuvent être prises que dans k) on associe une fonction semi-algébrique
α˜ sur ˜W .
Théorème 2. — Sous les hypothèses précédentes, si |ω0| est la forme volume canonique
sur h[X ], pour toute fonction définissable à valeurs entières α sur W vérifiant les condi-
tions précédentes et bornée inférieurement, 1W L−α|ω0| est intégrable sur h[X ] et
(δ◦ γ)
(∫
h[X ]
1W L−α|ω0|
)
=
∫
˜W
L−α˜dµ′,
µ′ désignant la mesure motivique construite dans [3].
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Il est intéressant de remarquer qu’il résulte du théorème 2 que pour les ensembles et
les fonctions semi-algébriques l’intégrale motivique construite dans [3] existe déjà dans
K0(Vark)⊗Z[L]A, sans qu’il soit nécessaire de compléter d’avantage l’anneau de Grothen-
dieck.
3.2. Comparaison avec l’intégration motivique arithmétique. — A la place de ACFk,
on peut aussi considérer la catégorie PFFk des corps pseudo-finis contenant k. Rappelons
qu’un tel corps est un corps parfait F admettant une unique extension de degré n pour tout
n dans une clôture algébrique fixée, et tel que toute variété géométriquement irréductible
sur F admette un point F-rationnel. Par restriction de Fk à PFFk on définit des catégories
Defk,PFFk , etc. En particulier l’anneau de Grothendieck K0(RDefk,PFFk) est identique à
l’anneau noté K0(PFFk) dans [5] et [6].
Dans l’article [4], l’intégrale motivique arithmétique prenait ses valeurs dans un certain
complété ˆKv0(Motk, ¯Q)Q d’un anneau noté Kv0(Motk, ¯Q)Q. Ce n’est qu’un peu plus tard qu’il
a été remarqué dans [5] et [6] que l’on peut se restreindre à un anneau plus petit noté
Kmot0 (Vark)⊗Q, dont nous allons maintenant rappeler la définition.
Le corps k étant de caractéristique zéro, il existe, d’après [7] et [8], un unique mor-
phisme d’anneaux K0(Vark)→ K0(CHMotk) associant à la classe d’une variété X projec-
tive et lisse sur k la classe de son motif de Chow. Ici K0(CHMotk) désigne l’anneau
de Grothendieck de la catégorie des motifs de Chow sur k (avec coefficients ration-
nels). Par définition Kmot0 (Vark) est l’image de K0(Vark) dans K0(CHMotk) par ce mor-
phisme. [Noter que la définition de Kmot0 (Vark) donnée dans [5] est incorrecte.] Dans [5]
et [6], les auteurs ont construit, en utilisant des résultats de [4], un morphisme canonique
χc : K0(PFFk)→ Kmot0 (Vark)⊗Q.
La mesure motivique arithmétique prend ses valeurs dans une certaine complétion
ˆKmot0 (Vark)⊗Q de la localisation de Kmot0 (Vark)⊗Q par rapport à la classe de l’image
de la droite affine. On dispose d’un morphisme canonique γ˜ : SK0(RDefk)⊗N[L−1] A+ →
K0(PFFk)⊗Z[L] A, En composant avec χc et en développant en série (1−L−i)−1, on ob-
tient un morphisme canonique ˜δ : K0(PFFk)⊗Z[L] A → ˆKmot0 (Vark)⊗Q.
Soit X une variété algébrique sur k de dimension d. Posons X 0 := X ⊗Speck Speck[[t]],
X := X 0 ⊗Speck[[t]] Speck((t)) et considérons un sous-assignement définissable W de
h[X ] vérifiant les conditions de 3.1. Les formules définissant W dans une carte affine per-
mettent de définir, dans la terminologie et avec les notations de [4], un sous-assignement
définissable de hL (X) dans la carte correspondante, ce qui permet d’associer canonique-
ment à W un sous-assignement définissable ˜W de hL (X).
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Théorème 3. — Sous les hypothèses et avec les notations précédentes, 1W |ω0| est inté-
grable sur h[X ] et
(˜δ◦ γ˜)
(∫
h[X ]
1W |ω0|
)
= ν( ˜W ),
ν désignant la mesure motivique arithmétique définie dans [4].
Il résulte du théorème 3 que dans le présent contexte l’intégrale motivique arithmé-
tique construite dans [4] existe déjà dans K0(PFFk)⊗Z[L] A, sans qu’il soit nécessaire de
compléter d’avantage l’anneau de Grothendieck ni de passer aux motifs de Chow.
. — Pendant la réalisation de ce projet, le premier auteur était chercheur postdoctoral du Fonds de
Recherche Scientifique - Flandres (Belgique) et il a bénéficié du soutien partiel du projet européen
EAGER.
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